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となる。t0 = 0としても一般性を失わないので以下そのように置く。位置座標表示のプロ
パゲータは
G(q; q0; t) = hqjG(t) jq0i = hqj e iHt=~ jq0i (2.5)
と書ける。ここで、 = it=~と置き、
e H = (e H=N )N (2.6)
から経路積分を導く。関係式
e H=N = e (T+V )=N  e T=Ne V=N (2.7)
を利用すると、式 (B.5 )が
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
hqf j (e H=N )N jqii (2.8)
と書き換えられる。ここに完全系 R dqj jqji hqj jを入れると
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z
dq1    dqN 1
N 1Y
j=0
hqj+1j e T=Ne V=N jqji (2.9)
ただし、q0 = qi、qN = qf ポテンシャル演算子は V = V (q^)なので
e V=N jqji = jqji e V (qj)=N (2.10)
次に、運動量状態の完全系 R dp jpi hpjを入れると
hqj+1j e T=N jqji =
Z
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を得る。これらを合わせて
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z

















となる。ここで、 = t=N とすると
G(qf ; qi; t) = lim
N!1
Z















































和は時間幅 tで qi と qf とを結ぶ全ての古典軌道の和、S  は各古典軌道に沿った作用で









図 2.1: ポアンカレ断面の概念図。文献 [7]より転載。本論文では x ! q1; y ! q2として
いる。
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今、以下のようなハミルトニアンをもつ物理系を考える。
























(t  nT ) (2.20)
となる。この系の自由度は 1であるが、ハミルトニアンが時間に依存しているため、時間
tを配位空間の一成分として拡大配位空間 ~q = (t; q) = (q0; q1)を考える。解軌道のパラ












































となるので、右辺の被積分関数を拡大配位空間のラグランジアン ~L(~q; ~q0)  L(q0; q1; q10=t0)q00














で定義され、拡大相空間は (q0; q1; p0; p1)の 4次元になる。ここで、拡大空間のラグラン
第 2. 準備 8
















= (p0 +H) q
00 = 0 (2.26)
となる。ここで、最後の等号は、式 (2.24)を使った。つまり、運動は p0 =  H なる 3次
元超曲面に限定され、拡大相空間は (q0; q1; p1) = (t; q; p)の 3次元となる。そのため 2自
由度ハミルトン系の時と同様にポアンカレ断面を考える。
図 2.2: 周期 T でのポアンカレ断面（左図）と対応するポアンカレ写像による点の軌跡（右
図）。文献 [7]より転載。
ここでは周期 T ごとに解軌道との交点をとり、この断面上での写像を構成する。微小
時間 を用い、撃力を受ける直前の時刻を nT   として、正準方程式を 1周期 T（区間











(t  nT )dt (2.27)
撃力は t = nT のときにのみ加わるので






















しているため運動量は一定 (p = p((n+ 1)T   ))であるから第 2項の積分を実行して
q((n+ 1)T   )  q(nT   ) =
Z nT+
nT 
p(t)dt+ p((n+ 1)T   )T (2.30)
となる。ここで ! 0とし、q(nT ) = qn、p(nT ) = pn、T = 1と置くと
qn+1 = qn + pn+1 (2.31)









に、時間に依存する Schro¨dinger方程式を満たすハミルトン演算子 H^の下で、時刻 nの状
態ベクトルを時刻 n+ 1の状態ベクトルに移す時間発展演算子を U^ とおくと、
jn+ 1i = U^ jni (2.33)
となり、座標表示の波動関数  n(q) = hqjniは U^ を用いて
 n+1(q) = hqjn+ 1i = hqj U^ jni
=
Z
dq0 hqj U^ q0 
q0jn = Z dq0 hqj U^ q0 n(q0) (2.34)
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となるので、hqj U^ jq0iは q0の波動関数から qの波動関数への 1ステップのプロパゲータ
であると言える。ここで、q = qn+1; q0 = qnとおくと、U^ = e  i~ T^ (p)e  i~ V^ (q)なので









S(qn+1; qn)は qnから qn+1への古典軌道の作用である。
この時、状態 jq0iから状態 jqniへの nステップのプロパゲータは




dq1dq2    dqn 1 hqnj U^ jqn 1i    hq2j U^ jq1i hq1j U^ jq0i (2.36)
と表すことができる。半古典プロパゲータは式 (2.36)の多重積分に定常位相近似（~! 0）
を施して得ることが出来る。まず 2ステッププロパゲータ
















[S(q2; q1) + S(q1; q0)] =  p1(q2; q1) + p1(q1; q0) = 0 (2.38)
となるが、この条件は q1が、q0から q2を結ぶ古典軌道上にあれば満たされる。そのため
この条件を満たす点を q1 = qc1と置く。次に、連続系の場合と同様に（付録B参照）、定常
位相近似によって前因子の分母に作用の二階微分が現れるため、2ステップのプロパゲー
タの振幅因子は、式 (2.37)の振幅因子とあわせて264 @2S(q2;q1)@q2@q1 @2S(q1;q0)@q1@q0@2
@q21






となる。この時 [  ]1=2の中身の分母は、式 (2.38)と連鎖率によって
@2
@q21
[S(q2; q1) + S(q1; q0)] =   @
@q1
















































1; q0) = S(q2; q0) (2.42)
を使った。以上により 2ステップのプロパゲータ





































るべきものは、時間 tで、始状態 q = qiと終状態 q = qf をつなぐ古典軌道である。その
ため、始状態として位相空間上に q = qiに初期点を置くと、それを時間 tだけ時間発展さ
せた点の集合（多様体）と q = qf との交点が求める軌道である（図 2:3）。ここで二つの
問題が発生する。それは多様体の座標軸方向の折れ曲がり点での問題とその近傍での問題
である。





図 2.3: 始状態 q = qiと終状態 q = qf とをつなぐ古典軌道。時刻 tの位相空間では、初期
状態を時間発展した多様体と q = qf との交点になっている（右図）。
2.5.2 折れ曲がり点での半古典近似
古典力学の解軌道は位相空間内で多様体上をハミルトンの正準方程式に従って動いてい











となり、これは位相空間内の多様体 p = p(q)の q方向の傾きにあたる。そのため位相空間
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iS1=~ + eiS2=~ (2.48)
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図 2.5: 文献 [1]から転載。本論文では x! q、!  としている。
Cを  2 [0; 1]で媒介変数表示される位相空間上の有向曲線とし、C、q = q(0)、q = q(1)、
p = 0で囲まれた部分の面積をAとする（時計回りを正とする）。そして、Cが写像 T に










































S = A0  A (2.51)
となる。
今、初期状態は q = 0と置いているので面積Aはゼロ、よって二つの古典軌道間の作用の
差は写像後の曲線が囲むA0の面積に等しい。そのためC 0を一つの鞍点から火点を通って
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もう一方の鞍点に至る曲線（多様体の一部）とすると、結局、鞍点の間の古典作用の差は


















図 2.6: 一方の鞍点!火点!もう一方の鞍点という経路（O2 ! C ! O1）の作用（位相
空間上の面積）A0は、(火点!一方の鞍点（C ! O1）の作用) (火点!もう一方の鞍点













































的に起こる (l(t)  ~et)ため、その時間スケールは、~et  const:, t 1 log(1=~)と
なる。そのため、カオス系において量子古典対応が崩れる時間スケールは tE  log(1=~)
と言われている。
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図 2.9: アーノルドの猫写像（カオスを示す写像の一つ）での量子波束の時間発展の様子。
この写像では折りたたむ代わりに、それぞれ q = 0と q = 1、p = 0と p = 1を同一視し
ている。つまりトーラス上の写像である。文献 [13]より転載。









2.6 コヒーレント状態表示の経路積分 [9, 10]
2.6.1 コヒーレント状態
コヒーレント状態とは位相空間上での広がりの幅が最小であるガウス波束であり、中心
を (qc; pc)にもつコヒーレント状態を jqc; pc; iと表すと、その位置座標表示は







hpi = hqc; pc; j p^ jqc; pc; i (2.53)







dpcdqc jqc; pc; i hqc; pc; j = 1 (2.55)
となる。積分は qp平面全体にわたるものである。





G(qf ; pf ; t; qi; pi; 0) = hqf ; pf j e iHt=~ jqi; pii (2.56)
で与えられる。これは中心 (qi; pi)と (qf ; pf )にもつ二つの最小波束間の遷移振幅である。
さらに、半古典近似は














の複素解であるため、端点 (q(0); p(0))、(q(t); p(t)) は、それぞれ実平面上の点 (qi; pi)、
(qf ; pf )を中心とする複素数平面上の点となる。S は複素古典軌道に沿った作用である。
実平面上での (qi; pi)から終状態 (qf ; pf )をつなぐ古典軌道は、始状態を (qi = 0; pi)とす
ると、古典軌道の終状態 (qf ; pf )はそれを時間発展させた多様体上の点そのものである。
本論文では、実際にコヒーレント状態表示の半古典近似を計算するわけではないのでこれ
以上の詳細は記さない。
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(qi; pi)
Map
(qf ; pf )
(qf ; pf )















構が単純であるエノン写像を使用した。式 (2.32)において V (q) =  q3=3  cqと選び、適










れている写像系である [11, 12]。量子力学を構成するために 2自由度ハミルトン系を考え
たいので、面積保存の条件を課す (jbj = 1)。具体的には以下の計算では b =  1としてあ
る。そのため実質的に可変なパラメータは aのみであり、以下では添字 bを落としてただ
Haと書くことがある。また、パラメータとしては系が馬蹄力学系に相当するような aに





が知られている。具体的には a = 5:699より大きければ馬蹄力学系に相当する [12]。
図 3.1: 面積保存エノン写像により時間発展された位相空間内の多様体。エノン写像のパ
ラメータ a = 6:0、b =  1:0で初期状態 q = 0を 5回 iterationした状態
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3.2 火点近傍の多様体が囲む領域の面積：数値計算の方法
火点近傍の多様体と q = qf によって囲まれる面積を数値計算によって求めたが、実際の
数値計算では有限個の点を扱っているため積分をする代わりに以下のような方法をとった。
Step 1 　初期状態を時間発展させた多様体上の火点 (緑色)(dq=dp = 0である点)を見つけ
る。実際の計算ではq(i) = q(i)   q(i 1)の符号が変わる点を火点とする。q(i)は多
様体を表す点列の i番目の点の q座標。
火点
Step 2 　各火点について、火点とそれに隣接した 2点（青色）で三角形を作り、その面積
を計算する。
Step 3 　面積が ~に達していればそこで計算は終了。達していない場合新しい三角形を
作りその面積を足す。これを、足し上げた面積が ~に達するまで繰り返す。
3.3 半古典近似有効領域の割合：Fp
Tomsovicらは論文 [3]で、式 (2.32)においてV (q) = k cos (q)と選んだ標準写像（Standard
Map）について、火点近傍の半古典論破綻領域を取り除き、初期状態に引き戻した部分の












図 3.3: log j logFpjの log ~依存性のグラフ。文献 [3]より転載。論文中の他の記述との整
合性から、グラフの縦軸は間違いで、正しくは log j logFpjだと思われる。グラフの上に
行くほど Fpの量は小さい。
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を導出している。これを解いて Fp  exp( B~1=3t)となるため、半古典近似の破綻のタ
イムスケール（Fpの半減期）は t  ~ 1=3となりエーレンフェスト時間 (t  log(1=~))を
超えると主張している。しかし図 3.3のグラフのみからでも明らかなように、Fp は時間
に対して単調に減少していない。このことから前者 (Fp  exp( A~1=3))はともかく後者
(微分方程式)の論理の正当性は疑うべきところがある。
本論文では、面積保存エノン写像についてこれに対応する量を計算する。ここで使用し




















t = 2 t = 3
t = 4
図 4.1: 馬蹄形写像での多様体の時間発展と火点のタイプの対応。エノン写像も同様の機
構（折れ曲り方）で時間発展していく。タイプ 1：緑色　タイプ 2：青色　タイプ 3：赤
色。それぞれのタイプの個数は発生後、1! 2! 4、と倍々で増えていく。
発生する時系列順に
タイプ 1 最も右側 (q > 0)にできるもの。
タイプ 2 上記以外で上半面 (p > 0)にできるもの。
タイプ 3 下半面 (p < 0)にできるもの。
また、それぞれのタイプの火点は発生後それぞれで倍分岐している様子が確認できる (図
4.3)。エノン写像の位相空間での火点もこれに対応している (図 4.2)。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.3: 上のタイプ分けが意味を成している例。a = 6:0の t = 2  7の時の多様体と火点
の発生の様子。それぞれのタイプの個数は発生後、1! 2! 4! 8、と倍々で増えていっ
ている。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.4: 上のタイプ分けが意味を成してない例。a = 4:0の t = 2  7の時の多様体と火点
の発生の様子。それぞれのタイプの領域を超えて火点が発生している。
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4.2 Fpの時間およびプランク定数依存性
4.2.1 計算結果
上で定義した Fpについて、エノン写像のパラメータが a = 15:0と a = 6:0の時の時間
発展を数値計算を行った。その結果が以下のグラフである。
図 4.5: a = 15:0の時の log j logFpjの log ~依存性。引いてある直線は傾き 1=3。
図 4.6: a = 6:0の時の log j logFpjの log ~依存性。引いてある直線は傾き 1=3。
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図 4.5および 4.6は縦軸に log j logFpj、横軸に log ~を取っている。Fpは定義上 0  Fp 
1であるため、グラフの上側ほど Fpは小さい。グラフから、
(1) a = 15:0では、Fpは t = 2! 3のタイムステップで減少し、その後はほとんど変化し
ていない。













Q = P 2
図 4.7: 火点 (qf ; pf )が原点になるように平行移動した座標 (Q;P ) = (q   qf ; p   pf )で、
多様体が囲む面積が ~になるような運動量座標が P = P0。
ある一つの火点 (qf ; pf )の近傍について多様体が二次関数Q = P 2は原点をある火点
に取った座標)で近似できるとすると、それとQ = Q0 = P 20 (= const)の囲む面積が ~に
なる時 Z P0
 P0
P 20   P 2dP = ~ (4.1)
を解いて P0 = (3~=4)1=3となる。初期値集合をを I0と置くと、写像Haによる像 In =
Hna I0について、火点近傍の面積が ~になるような領域を囲む部分集合を Bnとする。こ
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の時、B0 = H na Bnが初期状態に置ける破綻領域であるが、今、各火点の近傍が二次関数
で近似できるという仮定を置いているため、多様体を引き戻した際の B0の長さは P0に
比例する。火点によって折れ曲がり方（）は異なるが、どのような であってもその和
は P0に、つまり ~1=3に比例している。Fpはこれを除いた割合なので Fp = 1 A~1=3こ
こでA~1=3  1のとき、1 A~1=3  exp( A~1=3)(= Fp)となり、
Fp = exp( A~1=3)) logFp =  A~1=3 ) log j logFpj = 1
3









(1) a = 15:0ときには t = 2! 3の時に火点の種類が増えていて










時間ステップ内ではタイプ 1と 2の火点しか現れないようなパラメータ (例えば a  15:0)
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.8: a = 15.0の t = 2  5の時の多様体と火点の様子。2! 3でタイプ 2が現れ、それ
以外では新たなタイプの火点は現れていない。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
t = 6 t = 7
図 4.9: a = 6:0の t = 2  7の時の多様体と火点の様子。2! 3でタイプ 2が現れ、4! 5
でタイプ 3の火点が現れている。その後はそれぞれのタイプが倍分岐している。
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エノン写像のパラメータ a = 20:0の下で、固定した ~に対し、時間発展に伴う半古典
有効領域の変化の様子を計算した。位置座標表示の半古典有効領域の時間変化の様子を位
相空間上の多様体とともに表したものが図 4.11である。観察している枠内での枠の位置
座標長に対する半古典有効領域の割合を Vq として、いくつかの ~について、その時間変
化をプロットした（図 4.12）。どの ~でもある程度の時刻から急激に減速し、その後、ほ
とんど飽和している。また。その時刻は ~小さくすると後ろにずれていく。
t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.11: a = 20:0の t = 2  5の時の多様体と破綻領域 (赤色)とその位置座標射影 (位置
座標軸上の赤色)。位置座標軸に平行に描かれている帯のうち青色の部分が本節で定義し
た半古典有効領域。
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t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
図 4.13: a = 20.0の t = 2  5の時の多様体と破綻領域 (赤線)とその運動量座標射影。t = 2
での折れ曲がりは運動量方向については火点でないためカウントされない。
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log lc   t+  )　 lc  e t (4.5)
となり、時間とともに指数関数的に小さくなっていく (ただし は系のパラメータに依る、
数値計算によって得られる値)。
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図 4.16: log lcの時間変化。ただし lcは初期状態 q = 0をパラメータ a = 20:0のエノン写
像で時間発展させた時に発生するタイプ 2の火点についての平均。
~を固定した時、タイプ 2の火点近傍の半古典論破綻領域の位置座標方向の長さ l~は、










図 4.17: タイムステップに対しての火点 (緑色)とそれに付随する半古典近似破綻領域 (赤
色)の分岐の様子。図左：(1)lc > l~図右。：(2)lc < l~
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(1) lc > l~
（固定した ~についての）破綻領域も火点の倍分岐に伴って倍々で増えていく。(各
火点での破綻領域の増加分) = l~。




















多くの人を驚かせた [2, 3, 4]。Tomsovicらは、定常位相近似の破綻を計量する指標を導入
し、位相空間内のコヒーレント状態表示の半古典論はエーレンフェスト時間 (t  log(1=~))
より長時間 (t  ~ 1=3)で有効であるという結果を得た。Tomsovicらの研究は標準写像に
対して行われたが、本論文では、カオス発生についてより単純な状況をもつエノン写像に
ついて半古典近似破綻の時間スケールについての考察を行った。その結果、半古典論が有
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付録A定常位相近似
f(t);  (t)をなめらかな実数値関数であるとして、積分Z 1
 1
f(t)ei (t)dt (A.1)
を考える。ここで は大きいパラメータである。パラメータ が大きいことにより、 (t)の
変化に伴って被積分関数は激しく振動し、積分への寄与が打ち消し合う。この時 0(tS) = 0
となるような点 tS（このような点を停留点と呼ぶ）を考えると積分の寄与は停留点の付近
で大きいことがわかる。 (t)を停留点の周りで 2次の項まで展開すると、f(t)の変化が








































古典軌道では一次の変分がゼロになるため、式 (2.16)を古典軌道 q(t)の周りで 2次まで
展開すると


























G(qf ; qi; t) 
Z (qf ;t)
(qi;0)
Dq()ei(S[q]+ 12 2S 2)=~ (B.3)
となる。ここで、q(t) = q(t) + (t)、さらに端点条件 (t) = (0) = 0を考慮すると、式
(B.3 )の積分の指数の古典経路についての作用は積分の外に出すことができて













 eiS[q]=~ ~G(0; t; 0; 0) (B.5)
となる。このプロパゲータに対し、ラグランジアンを L(q; _q) = _q2=2  V (q)とすれば、
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~G(0; t; 0; 0) = lim
N!1
Z


























と書き表すことが出来る。ただし、tj = jt=N である。以下では、簡単のため、
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である。これにより

























ただし、 = U 1DU、 = Uである。ここで、D は対角化されているため、この積
分はそれぞれガウス積分であるので、ゼロ固有値を持たないとすれば、二つ目の等号が成
り立つ。ここまでで、

























pN 　 (2i~)N det (B.17)
と定義すると、pj についての漸化式
pj+1 = (2  2cj+1)pj   pj 1; j = 1; 2;    ; N   1 (B.18)
が得られる。ただし、p0 = 1、p1 = 2  2c1とする。この式を
pj+1   2pj + pj 1
2
=  cj+1pj (B.19)
と書き直し、! 0（N !1）とすれば、これは g(t; 0)についての微分方程式
d2g
dt2
=  c(t)g(t; 0), d
2g
dt2
+ c(t)g(t; 0) = 0 (B.20)
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に相当し、その初期値は ! 0（N !1）で、



















v = 0 (B.24)
と同形である。ただし _q = vである。vと g(t; 0)はいずれもこの方程式を満たすが、g(t; 0)
についての初期条件は一般に課せられるものではないため、ロンスキアン
W (t) = v(t) _g(t; 0)  _v(t)g(t; 0) (B.25)










v _g   _vg
v2


















を得る。ここで、v(0) = vi; v(t) = vf ; q(0) = qi; q(t) = qf と置き、右辺の積分の積分変数
を qに変えると、dt=dq = v 1より、






次に、古典力学において _q=2+V (q) = Eとすると、古典作用はラグランジアンL = T V =
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2(E   V (qf ))) =
s
1


































(2(E   V (q0))3=2 (B.33)
























となる。式 (B.28 )と式 (B.35 )を比べると
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であることがわかる。以上により

















































G(qf ; qi; t)  GSC(qf ; qi; t) =

i
2~
1=2X
 
 @2S @qf@qi
1=2 eiS =~ (B.39)
となる。
